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Д В И Ж У Щ Е Г О С Я  Л О К О М О Т И В А  
П Р И  В З А И М О Д Е Й С Т В И И  С К О Н Т А К Т Н Ы М  П Р О В О Д О М  
В Н Е П О С Р Е Д С Т В Е Н Н О Й  Б Л И З О С Т И  О Т  О П О Р Ы
Группой ученых и инженеров Оксфордского университета была предло­
ж ена м атематическая модель динамического взаимодействия контактного 
провода и токоприемника локомотива, движущ егося с постоянной скоро­
стью V [1]. И зложим вкратце эту модель.
Простая подвеска представляет собой контактный провод, закрепленный 
непосредственно в опорных точках, расстояние меж ду которыми Г, б? — 
величина наибольшего прогиба провода (стрела провеса). Существенным 
моментом является то, что учитывается ф акт упругого закрепления кон­
тактного провода в точке подвеса. Это означает, что под действием силы 
наж атия Р(£) (неизвестной, подлежащ ей определению) происходит частич­
ное вертикальное смещение ф иксатора [2]. Схема подвески изображена на 
рис. 1. П олагая силу натяж ения провода Т  постоянной по длине, а смещение
Б . Г. Г ребенщ иков, О. В . О негова
Рис. 1
У(жД) перпендикулярным оси О Х  (ось О У направлена вертикально вниз), 
учитывая, что на участок провода действуют следующие внешние силы: Р(€) 
(функция времени £), реакция опор, сила сопротивления, пропорциональная 
скорости движ ения с коэффициентом пропорциональности г] (вязкое тре­
ние), проектируя все силы на ось ОУ, воспользовавшись методом Д алам бера
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[3], получаем уравнение вертикальных колебаний контактного провода
/ д 2У (М )  \  Я4У (М )  д2У(ж,г)
' Н Н + * )  -  - Т Ч ^ +
В У ( т  Л п=+оо
+  ту— — +  5 ^ 2  У (хЛ)6(х — пЬ)  =  Р(£)5(ж — т+). (1)
п=  — оо
Здесь р — плотность контактного провода на единицу длины; Е  — модуль 
Юнга; J  — момент инерции поперечного сечения контактного провода; 5(х — 
т+) — дельта-ф ункция Д ирака [3]; 5 — коэффициент упругого закрепления. 
Считаем, что опоры находятся в точках х  =  ттХ, 77 =  0,1, 2 , . . .  .
Токоприемник рассматриваем как систему двух сосредоточенных масс 
тп\ и Ш2 ? соединенных меж ду собой подъемной пружиной, причем каж д ая  
сосредоточенная масса (масса полоза токоприемника и центр масс рамы 
токоприемника) снабж ена демпфером с коэффициентом демпфирования 
(г =  1,2).
Пусть 7771 (масса полоза токоприемника) имеет ординату т/(£), 777*2 (при­
веденный центр масс рамы токоприемника) имеет ординату Д£). Н а полоз 
действуют силы: Р(£) (со стороны контактного провода), демпфирую щ ая си­
ла, пропорциональная разности скоростей уу — т+, УпРУгая сила подъемных 
пружин, пропорциональная разности ординат у — г  (двухмассовая схема то­
коприемника вместе с действующими на него силами приведена на рис. 2). 
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колебаний полоза
r a i d ^  -  Ml ~  ~ м ~ )  + kl ~  + = const■ №
Аналогично д л я  приведенного центра масс получаем уравнение колебаний
d2y(t) d2z ( t ) d z ( t )
m i  ~~(j£2 1712 y£2----------^ 2~ёЦ---1" m l 9 +  m 2g +  P(t)  =  Gq (3)
(здесь G о — постоянная сила, действую щая со стороны кузова электровоза). 
Д л я  контактного провода справедливо условие упругого закрепления
=  , т о . (4)
Х  =  0 -дх
У читывая достаточную гибкость контактного провода, пренебрегая величи­
нами более высокого порядка малости и вводя безразмерные величины х / L  
вместо ж, Y ( x , t ) / d  вместо Y (ж, t), P L / T d  вместо P(t) ,  наконец, (v t ) / L  вместо 
£, получаем более простое уравнение колебаний гиперболического типа
Я *  -  т  - « , * - > ' , » ■  < »
у  ( t , t)  = y ( t ) -  Ys(t), с2 =  T ( p v 2)~1, с > 1 (для тех параметров подвески 
и скорости, которые реально существуют), 0 < х  < 1. Статический прогиб 
Ys(x) определяется уравнением
^ d 4Ys(x) d2Ys(x ) pgL2
-  - â 1  +  ^  = °- (6)
Решением данного обыкновенного дифференциального уравнения (учиты­
вая, что первый член в левой части равенства (6) пренебрежимо мал, а 
такж е соотношение d / L  =  (pgL) / ( 8T),  что выполняется д л я  подвески, при­
веденной в [1]) можно считать параболу вида
ОГЛ
Y , ( x ) = 4 ( x 2 - \ x \ )  + Yl0, Ysо =  - — • (7)
Ls
В новых переменных уравнения (2) и (3) будут иметь вид
Р ( * \  -  р  h dz ( J )  J d 2^ )  | _ ı л 2 у ( * ) \  / о чP(t) _ P, . b l — - c  , (8)
* > - * )  =  s ( a 2 m  + i 2M l . t / Æ + a ia 2 ^ (9)
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где е =  гп2У2( Т Ь )~х, а\ =  Ш1(ш 2)_1, Ъ\ =  Ь2 =
Ро =  8((?о — тхд — гп2д)(рЬд) ~1 (Ро — значение силы Р(£) в момент про­





Ж =  0 д
ж=0_ Ьв '
к  = = £  = 0 (1 ).
Д алее, д л я  уравнений (8), (9) справедливы начальные условия
ы о С  =  м « ) С  =





Рассмотрим вначале упрощенную модель, полагая в уравнениях (8), (9) 
и в граничном условии (10) г = 0. Воспользуемся фазовой плоскостью (ж,£). 
Существенным моментом является линия х  =  £ (линия приложения силы 
Р(£)). Рассматривая область (1) (рис. 3), ограниченную линией ж =  £, харак-
0
Рис. 3
теристикой х  =  с£ и линией ж +  с£ — 2 =  0 (отраженной волной, идущей налево 
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Интегрируя равенство (12) вдоль линии х = t  ^ используя метод распростра­
няющихся волн [3], учиты вая граничное условие У (ОД) =  0, получаем в 
области (1) представление решения в виде
Y ( x , t )  = Y1 =  - Ф
ct — X 
с — 1
-  Ф
ct +  X 
с +  1
; У((М ) =  0, ^  = Р{ 1).
(13)
В области (2) уравнение (5) будет уж е однородным. Рассматривая решение 
как наложение бегущей и отраженной волн [3] и приравнивая данное реше­
ние при х  =  £ функции У\ : х  =  £, получаем равенство
У 0 М ) =  У2 =  2 Ф
ct +  ж
- ф
ct — X
с +  1 /  \  с — 1
Уравнения колебаний токоприемника при с =  0 имеют вид
dy(t)




В ы раж ая у (р) =  У'  (£, С) =  У$ (£), учиты вая вы раж ения (7), (14), получаем 
д л я  Р{1) следующее функциональное уравнение:
1 Н— —)  P( t)  — ^——P(fi t)  — Po +  46i — 8bit, 0 < t < ,
2 ) 2  с +  1
с — 1
ц  = —— , 0 < ц  < 1. 
с +  1
Его решение (ограничиваясь лишь линейными членами) имеет вид
2
(16)
P(t)  = aot + ßo, 0 < t <
с +  Г
(17)
а 0 =  (—8&i) 1 +
2&ic2
-1
5 ßo —  (Po +  46i) (1  +
Ъ\с -1
ч (с +  1)2у ’ 4 и 17 V (с +  I )2,
Д алее, в области (3) фазовой плоскости (жД), вследствие возмущения гра­
ничного реж им а [3], получаем решение в виде
Y ( x , t )  = Y3 = Y1 = -
с +  1 с — 1
2 2
< t <
с +  1 с — 1 
(18)
Методами, аналогичными примененным при выводе уравнения (16), можно 
получить функциональное уравнение д л я  P ( t ) при 2 /(с  +  1) <  t <  2 / ( с - 1 ) :
1 +  ¥ )  Р ( *} "  ( l 1 )  -  р ( * -  Л Л )+
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P ( t / / ı  — 2/с  — 1) ) =  Р 0 +  4 & 1 -8 М .
Его решение такж е ищем в виде линейной функции, т.е.
P(t)  =  a i t  +  f3\.
(19)
(2 0 )
Вообще, точки встречи отраженной волны (от правой опоры) с линией дей­
ствия (х =  £) могут быть вычислены следующим образом:
t n = 1 -  / Л  t i =
с +  1
Поскольку
tn
, tn = p t n- 1, —  -   tn  — 1) * n - l  ^  f-btn ^  t n ^с +  1 ^  1 11п с - 1
то Р (д£п) непрерывна в любой точке t n , тогда из (19) получаем равенство
1 Н— —^ Р ^ п )  — ^дР(д£п) +  Р (д£п_х) Н— Р(£п_х)^ =  Ро +  46х — 86х^
^ (21) 
откуда д л я  Р(£п) справедливы соотношения [1]:
= 7 =  у2(Д с м .
т.е. Р(£) терпит разрыв в точках t n . Д иф ф еренцируя функциональное урав­
нение (19) по £, получаем аналогичными методами соотношения д л я  Р  (£):
p ( t )
( t n )  +
{ t n ) ~
7 р ' L" t  » £ ! - = _  м2^ 0’J у'п— 1 J — 4 '
(22)
откуда видно, что в данных точках терпит разрыв и производная от P{t).  
Вообще, при t n < t < t n+ı P( t)  = a nt +  Şn , где
a n — ац ı  +  ( i - r i 5 > '
r = 1
/?„ =  a 0( l  -  Y )  У ]  [ ( /п Г  -  Y ]  +  Po
r = 1
1 +  ( 1 - д ) 5 > 7 г)
r= l
(23)
Очевидно, д л я  сходимости рядов (23) необходимо 7 < 1, что физически озна­
чает достаточную малость колебаний токоприемника. Д алее, ввиду того, что
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при п  —У оо t n —> 1, можно вычислить значение силы наж атия на правой опо- 
ре: Р (  1) =  P i =  аоо +  ^оо =  [гг^;][ао(1 ~М 37 ) +  /?о(1-М 2Т)]- (Более подробно 
см. в [1].) Таким образом, сила P(t)  терпит разрыв в точке t =  1. Но тогда 
получаем из соотношения (15) разрывность и величины у (t) : t =  1, от­
сюда следует бесконечность ускорения y^2\ t ) .  Следовательно, решение при 
е =  0 не будет первым приближением при рассмотрении процесса колебаний 
токоприемника вблизи опоры. Физически это означает, что мы пренебрегли 
эластичностью опоры и упростили динамику токоприемника.
М одифицируем наше решение в областях (1), (2), (3) следующим обра­
зом: решение равно линейной части +  пограничные функции [4]. Линейные 
части внутри каж дой области будут выбраны, исходя из равенств (13), (14), 
(18). Введем так называемые растянуты е переменные: x = x / £ , t  = t / £ n  
определим решения следующим образом:
- Y ( x , t )  - Y ( x , t )  = R i{ t , x )  (г =  1 ,2 ,3), (24)
£
где ф ункция i? i(t, х)  =  с/?о(с2 — I ) -1 (ct — х) определена в области (1); ф унк­
ция i?2(t, ж) =  cf3o(c +  1)~1х  определена в области (2); ф ункция R%(t,x) =  
— 4 +  ) х  определена в области (З)7 — внутренности угла, образо­
ванного линией х  =  0 и линией х  =  ct. Отметим, что движение в отрица­
тельном времени (при t < 0) невозможно, тем не менее (вследствие того, что 
начальные данные будут зависеть от него) можно (формально) определить 
движение и при t < 0 [1]. Л инейная ф ункция i? i(t, х)  является линейным 
членом первого приближения в области (1) с коэффициентом пропорцио­
нальности Р(0) =  /3q. Подобным ж е образом определяю тся остальные линей­
ные функции в равенстве (24) (более подробно см. в [1]). Д алее, аналогично 
введем следующее соотношение:
-Ф(£) — Ф(£) =  /Зоt +  d+, t > 0, d+ =  const. (25)
Подставим в равенство (22) наши представления (24) в областях (1) и (2), а 
такж е представление (25). Получаем равенство
d Y ( x , y ) 
дх
ж *_0+ с2 d$( t)
. .  =  <26>
x —t —0_
Данное соотношение совпадает с соотношением (12), но последнее является 
следствием неоднородного уравнения (5). Отсюда следует, что У(ж,£) удо­
влетворяет аналогичному соотношению
1 дЩх,1) ,)‘ ¥1.Г,П М'Ч) ,
“ 9Р-------------- а Р -  =  <27>
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При этом ф ункция У(ж,£) будет уж е непрерывной в точке х  =  0. Условие 
упругого закрепления дает следующее граничное условие д л я  уравнения 
(27):
"0У(®,£)'
У (0,7) - К
дх
ж = 0 +
х = 0 -
( к  [{фо){с +  I ) - 1 + 4  + (Р1 -  Ро)(61) - 1 -  (Pi с) (с -  I ) - 1] =  а+ 
\  К  [4 + (Рг -  Р о ^ Ь г Г 1] = а_
(28)
Поскольку решение на линии х  =  £ определено, а при х ф I  правая часть 
уравнения (27) равна нулю (с точностью до членов порядка е), исходя из 
формулы Д алам бера [3], ищем решение в виде
Y i ( x , t )  = f i(ct  -  х)  +  gi(ct + x) (i = 1 ,2 ,3). (29)
Потребовав равенства прогиба У*(?, ж) нулю при достаточно больших х, t 
вдоль характеристик ct + х  =  const , учиты вая непрерывность решений на 
границах областей, получаем д л я  t > 0
f i ( c t  -  t) +  gi(ct  +  t) = f 2(ct -  t) + g2(ct + t), x  = t,
g[(ct +  t) -  f[ (c t  -  t) -  g'2(ct + t) + f 2{ct -  t) = -
d$( t)
с2 -  1 dt
(30)
(31)
Последнее равенство получается из соотношения (26). Тогда из равенств 
(30), (31) получаем соотношения
(f'2{ct - t ) ~  f [ ( c t -  t))
2 с 
с +  1 с2 — 1
^Ф(t) 
dt
Ь { с Ь - Р )  - / 2 ( с £ - 7 )  =  -Ф (7 ) .
Равенство (33) получается однородным за счет выбора константы 
Н а опоре х  =  0 получаем равенство
/з  +  9з =  / 2 + 9 2  = К  (д2 ~  /2 ~  9з + /з ) +  а +- 
Это приводит к соотношению
+  /2 +92  — ж =  0.
Вводя с точностью до малы х порядка £ величину
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учиты вая соотношение (7), окончательно получаем уравнение с запазды ва­
нием, линейно зависящим от времени 7,
1 + ( ^ т ) г ) ( » ® - | а д ) +  =  °- (36)
Если мы сейчас введем величину 2 (7)
—х(£) — 2 (7) =  —47 +  (сД)Т)(с +  1)  ^ +  &+, 7 > 0, (37)
то уравнения колебаний токоприемника (8) и (9) в новых переменных Ф, 2 , у 
с точностью до малы х парядка £ будут иметь вид
~ 1 Г  + Ь1^ Г  + ^ Г  + а1^ Г  =  ° ' (38)
с?Ф(7) ф (7 ) . (1г(Л) й2у(Л)
Уравнение (39) будет однородным за счет выбора констант а+ и Ь+ , именно, 
=  а+ +  а2/0о (это возможно вследствие того, что большинство констант мы 
выбирали произвольно [1]). Рассмотрим уравнение (38). Его порядок можно 
понизить за счет выбора констант : 7 > 0 и : 7 < 0 [1]. Получаем
равенство
в д  +  ь т  +  =  °- (40)
Вводя переменную о;(7) =  — — а2Ф(р) и обозначив и* =  ^Ф,£, ,
получаем стационарную линейную систему четвертого порядка с запазды ­
ванием т (7) =  (1 —д)7 (линейно зависящим от времени 7):
— -Аи(Т) +  В и ( ц 7) : г/(0) =  гхо5 0 < 7 < —, (41)
где матрица Л определяется следующим образом:
Л =
У (с -  1 ) /2 К  -  2/с а 1 0 (с -  1 ) /с К  - 2/с а 1а 2 ^
0 — Ьх 0 1/аг
— 1/ах 0 0 —1 /(11(12
\  - Ь 2/а  1 6х62 -  1 Ю - Ь 2(1 +  а х )/а 1а 2 У
М атрица 73, в свою очередь, имеет следующие компоненты:
с — 1 
2К
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Н ачальные условия вектор-функции и(1) =  щ  заданы  в точке £ =  0 и опре­
деляю тся следующим образом (более подробно см. в [1,5]):
*
+и(0) =  (Рх -  /30) ( * -  &1Й2, а 2, 0, Ь1(а2)2 - ^
+ сК( ~ Ч  Т г )  -1’ 1; Ь1а2)*>\ с  — 1 с +  1 / 
где * означает транспонирование вектора.
Р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т о в
Системы с линейным запаздыванием не интегрирую тся в квадратурах 
[6,7]. М ежду тем в данной конкретной задаче требуется эффективно решать 
систему (41) на достаточно большом промеж утке времени [0, £х/е] . Рассмо­
трим реальные параметры подвески, применяемой на железных дорогах Ве­
ликобритании [1], и скорость движ ения локомотива V =  29 м /с. М атрица А  
имеет следующие компоненты:
А  =
/  -1 .41  0 0.254 -0 .304  \
0 -0 .095  0 0.376
-1 .9  0 0 -0 .715
у -1 .0 8  -0 .946  1 -0 .622  /
Ее собственные значения Л будут:
Ах =  -0 .71; Л2 =  -0 .35; А3 =  -0 .5 5  +  0.75i; А4 =  0.55 -  0.75i (42)
(г — мнимая единица), т е. их имеют вещественные части отрицательны.
М атрица А ~ ХВ,  в свою очередь, имеет следующие компоненты:
Ъп  =  0.183; &21 =  Ь31 =  -1.917; Ъ41 =  -0 .488,
а остальные компоненты равны нулю. Ее собственными значениями р я вл я ­
ются величины
Pi =  0.183; р2 =  рз =  Ра =  0. (43)
Возникает вопрос об устойчивости движ ения токоприемника при прохо­
ждении опоры. В работе [6] было показано, что при выполнении совокуп­
ности условий Re  А < 0 и \р\ < 1 система (41) асимптотически устойчива, 
причем ее решение стремится к нулю при £ —> оо как степенная ф ункция вре­
мени £. Более того, д л я  достаточно больших £ справедливо асимптотическое 
равенство
u(t) æ —Л _1Е?хг(д£), (44)
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что такж е следует из работы [6]. Вкратце заметим, что это вы текает из 
того ф акта, что линейное запаздывание д л я  систем с постоянными коэф ­
фициентами лишь разруш ает устойчивость [7]), а поскольку u'(t) удовле­
творяет следующему уравнению (с тем ж е самым линейным запаздыванием
T(i) = (1 -А*)*):
= A u ' ^  + i i B u ' ^ t ) ,  (45)
at
то здесь матрица коэффициентов при запаздывающих членах является бо­
лее малой величиной, нежели матрица В ; собственные значения матрицы 
(хА~хВ  будут др, т. е. такж е по модулю меньше единицы. Ввиду того что ма­
трица А  имеет собственные значения с отрицательной вещественной частью, 
система (45) такж е асимптотически устойчива, однако ее решение стремит­
ся к нулю быстрее, неж ели решение системы (41), следовательно, д л я  до­
статочно больших t > 0 справедливо асимптотическое представление (44). 
Д л я  эффективного представления о поведении решения системы (41) мож­
но предлож ить численное решение. Нас будет особо интересовать поведение 
функций y(t)  и P(t) ,  поскольку первая величина характеризует вертикаль­
ные колебания токоприемника, а вторая — силу наж атия токоприемника на 
контактный провод. В непосредственной близости от опоры (т. е. при малых 
t > 0) решение ищем в виде ряда по степеням t :
сю
u(t) = и(0) +  У ] а* (£)*. (46)
г—1
Подставляя ряд  (46) в систему (41), получаем соотношения 
ol\ — {А +  В ) гх(0), OL2 — х {А +  у В )  oli, . . . ,
а п = - ( А  + 11п- 1в ) а п- Ъ . . .  . (47)
п  \ /
Ряд  (46) хорошо сходится при t < 1, однако при t > 1 приходится привлекать 
достаточно большое число членов; вследствие того что а п —> 0 при п  —> оо, 
при достаточно больших п  члены, мало влияющие на поведение решения, 
при небольших t при t 1 становятся доминирующими, таким образом, при 
пренебрежении остатком ряда возрастает погрешность вычисления решения.
Ввиду сказанного выше возникает проблема нахождения численного 
решения данной задачи. Оно было получено с помощью программ паке­
та TIM E-DELAY TOOLBOX [8], основанных на алгоритмах, приведенных 
в работе [9]. Данны й пакет предназначен д л я  решения функционально­
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дифференциальны х уравнений (ФДУ) общего вида, в том числе с перемен­
ным запаздыванием:
=  /  ( t , x ( t ) , x ( t  -  r ( t ) ) ) , r( t)  > 0, (48)
x(t ) = х°, x ( t 0 +  С) =  Ф(С), ~ r ( t )  < С < 0;
частного случая — линейных ФДУ, содержащих сосредоточенные и распре­
деленные запазды вания
= A 0(t) + y 2 A i ( t ) x ( t  -  Ti(t)) + [  F(t ,  s )x{t  +  s)ds, 
dt £  J - r(t)
а такж е д л я  решения некоторых задач управления и стабилизации систем 
с запаздыванием. При решении систем ФДУ применяется аналог метода 
Рунге-К утты -Ф ельберга 4(5) порядка [10] с интерполяцией вырожденными 
сплайнами четвертой степени, экстраполяцией продолжением [9] и с автома­
тическим выбором шага. Вкратце поясним его суть. Введем численную мо­
дель системы (41), обозначив приближенное решение данной системы w(t).  
Пусть wn = w( tn ): 0 =  t 0 < h  < ... < t n < A n = tn -  A n —
шаг, длина которого автоматически меняется в зависимости от колеблемо­
сти решения. Пусть wT(tn) =  w(tn +  £): Ы  —  1 )^ п <  С <  0. Имеем следующий 
алгоритм нахож дения wn:
6
w0 = u0, ^n+1 =  Wn +  A n ^ G i h i ( w n ,w T(tn)), (49)
i=1
hi{wn  ^wT(tn)) =  A  +  A n У ] bijhj(wn , 'iCr(^n))^ B w T(tn +  a^A^),
a^, bij, &i — коэффициенты, численные значения которых приведены, напри­
мер, в [10]; wT(tn) — предыстория модели, определяемая соотношениями
i I ( { w i } n) : in ~  (1 -  n) t  ^  t  +  С < t n ,
WT{ n) — |  E ( { w i } n) : tn <  t + С <  tn + [max |а*|]Д„ '
Здесь I  — оператор интерполирования; E  — оператор экстраполирования; 
более подробно см., например, в [9].
Программы реализованы с помощью системы MATLAB. Приведены гра­
ф ики колебаний полоза токоприемника y(t)  (рис. 4), а такж е силы наж атия 
Pi t)  (рис. 5); отметим, что последний совпадает с аналогичным графиком, 
полученным ранее в [1].
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В ы в о д ы
1. М атематическая модель взаимодействия токоприемника движущ егося 
локомотива с контактным проводом предполагает анализ (а такж е числен­
ный расчет) стационарной линейной системы дифференциальны х уравнений 
четвертого порядка с запаздыванием, линейно зависящим от времени (аргу­
мента) .
2. Асимптотические методы, разработанные ранее одним из авторов, по­
зволяю т при достаточно больших значениях аргумента (времени) исследо­
вать асимптотическое поведение решения (как решение разностной систе­
мы).
3. При анализе решения исходной системы с линейным запаздыванием на 
конечном (но достаточно большом) промеж утке времени можно эффективно 
использовать численные методы, предложенные в данной статье.
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